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Compétences visées

e Déterminer limage d'un segment ou d'un
intervalle :

- Par une fonction continue.

- Par une fonction continue et strictement monotone.

e Appliquer le théoréeme des valeurs intermé-
diaires pour létude de quelques équations
ou inéquations ou pour l'étude du signe de
quelques expressions ... ;

e Utiliser la dichotomie pour déterminer des
valeurs approchées des solutions de l'équa-
tion f{x)=Aou pour encadrer ces solutions ;
Appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires et le théoreme de la fonction réci-
proque dans le cas d'une fonction continue et
strictement monotone sur un intervalle ;

#

Prérequis

e Limites d'une fonction numérique.

e Monotonie d'une fonction.

e Image d’un intervalle par une fonction.

Prolongements

* Etude de fonctions.
e Suites numériques
e Calcul d'intégral.




9> JE VERIFIE MES ACQUIS

Dans chacun des cas suivants. Indiquer la bonne réponse :

ﬁ] L'équation 6x*-3x-2=10

. x"-3 . ..
lim~—71 estégalea:

No|w
o

—v

i Vx2+3x+1
L 2%

(]

N =

estégalea:

. Yx-1
Si flx)= P
pour x > 1

2422
et flx)= 5555

par x < 1alors:

{ciy]zf(x)=0 x)=-3
x>1

Si flx)= Vx -1

x-1

pour x > 1 i x ()
etf(1)=% alors:

K.

limﬂx) =1

x=1

|
|
%

La courbe ci-d
représente la
fsur[2,8]

Pour x compris entre 2

admet:

14+

admet dans R . 3 solutions D Une seule solution
I:Zj Si x1' et x. font }es 32 4 64 = 344 6o =

solutions de |'équation

3x’+6x-4 =0 alors: (x-x1)(x-x2) D 3(x-x)(x-x2)

MAl23D=[1,-21 | | Al23])=[-20]

fl2.8])=[1,2] 1 Al28])=[-24]

et 8 l'équation f{x)=1 Deuxsolutions D Une seule solution

Deux solutions

3x’ +6x-4=
3(x+x1)(x-x,)

lx) =3

lirﬁf(x) = +o0

Al23])=[23]

f2.8])=]-2.4]

Trois solutions



ACTIVITES DE DECOUVERTE (€<

Continuité en un réel

x’-9
x+3 -

| « Soit f une fonction numérique d'une variable réelle x définie par: f(x)=
1 o Déterminer Df .

2 o Vérifier que vxe Df flx)=x-3.
3 « Calculer l_i(ig)f(x) )
4 « Tracer la courbe (Cf) dans un plan muni d'un repére orthonormé (0;7,7 ) .

5 o La courbe (Cf) est-elle une ligne continue ou discontinue ? Justifier .
X

(Vx #-3)g(x) =
g(-3)=-6

’-9
x+3

Il « On considére la fonction numérique g d'une variable réelle x définie par:
1 « Déterminer Dg .

2 o Vérifier que: Xl»i(lzg)g(x) = g(-3) dans ce cas on dit que la fonction g est continue en -3 .
3 « Tracer la courbe (Cg) dans un plan muni d'un repére orthonormé (0;7,7) .

4 « La courbe (Cg) est-elle une ligne continue au discontinue ? justifier

Continuité a gauche-Continuité a droite

_Wx=1-1
f(x)—T Vx >2
2—
1 « On considére la fonction f définie par: j(x)=% Vx<2.
=0
f2)=5

a. Vérifier que : {ifrzz_f(x) = f(2) ondit que f esteontinue a droiteen 2 .

x>2

b. Vérifier que : ljygf(x) = f{2) onditque f estcontinue a gaucheen 2 .
c. En déduire quer est continueen 2 .
2 « Les deux courbes ci-dessous représentent les deux fonctions g et 4 définies par:

glx)=x Vx =1 hlx)=x>-1 vx>1
e
g(x)=20+1 vx<1 hx)=1-x Vvx<1

777777777777777777777777777

a. Calculer lir{;h(x)

a. Calculer f{q@g(x) b. Calculer /imh(x)
b. Calculer /img(x) c. Montrer que / est continue a droite et & gauche
c. g est-elle continue a gauche ou a droite en 1 ent.

Remarque : dans ce cason dit que % estcontinueen 1

*15
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16

Continuité et opérations.

On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle [a; b]; si elle est continue en tout réel x, de ]a, b[
et elle continue a droite en a et a gaucheen 5 .

1 « On considére les deux fonctions u et v définies par: U(x) = x> et V(x) = yx

a. Montrer U est continue sur R .
b. Montrer que ¥ est continue sur [0, + oof .

2 « Soient 1 et g deux fonctions définiessur [a,b].

a. Montrer quesi f et g sont continuessur [a; b] alors les foncions f+g ; Cf et fX g sontaussi continues
sur [a, b] avec C un réel constant.

4

b. Montrer quesi f et g sontcontinuessur [a,b] et que g nes'annule passur [, 5] alors 3 est continue
sur [a b] .

Le théoréme de cauchy

Dans le texte ci-dessous, Augustion-louis de Cauchy expose ['énoncé d'un nouveau théoréme et en propose
une démonstration .

«Une propriété remarquable des fonctions continues d'une seule variable. C'est de pouvoir servir a représenter
en géométrie les ordonnées de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on déduit facilement
la proposition suivante .

Théoréme:

Sila fonction f estcontinue par rapport a lavariable x entre les limites x = a , x = b et que 'on désigne par k
une intermédiaire entre f{a) et A(h), on pourrateujourssatisfaire a ['équation f{x) = k par une ou plusieurs
valeurs réels de x compris entre a et b .

Démonstration :

Pour établir la proposition précédente, il suffit de faire voir que la courbe quia pour équation y = A(x) rencon-
trera une ou plusieurs fois la droite quira pour égquation y = k dans l'intervalle compris entres les coordonnées
qui correspondent aux.abscisses a et b; or c'est évidemment ce qui aura lieu dans ['hypothese admise» .

1 « Comment peut-on reformuler la phrase «.....la variable x entre les limites x = a et x = b ...»avec un voca-
bulaire plus récent?

2 « Donner une représentation pour illustrer ce théoréme .

3 « Que peut-ondire dans le cas ol f est strictement monotone sur [a,b] .

On considére la fonction f définie sur l'intervalle 7={0, + [ par: flx)=x+2 .

1 « Donner le tableau de variations de 1.
2 o Déduire du tableau de variationsde f que A[0; + o) =[2; + oo].
3 « Montrer que A(y)=x admetdans [0, + co[ une seule solution y = y/x-2

A retenir:

La fonction définie sur [2, + oo et notée f'(x)=+x-2 estappelée la fonction réciproque de f



x—0 x—0 =0 =0 -0 X x—0
x<0 x<0 x<0 x>0 x>0 x<>0

J'APPRENDS LE COURS | €<

D Continuité d'une fonction numérique en un nombre réel

1. Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type la-r,a+r[ (r>0) .

Ondit que f estcontinue en a sietseulementsi limf(x) = fla) .

Exemple
| o fx) ==
a. Soit f lafonction définie par: X-3x+2 (vx#1).
A1)=-2
(x-1)(x+1)

lsz(x) = lzmﬁ = lsz(x) = llmm .

Donc: limf(x) = lim~— 2 =>llmj(x)—— Par suite : limf(x) = -2/t comme (1) = -2

Alors : lsz(x f(1 ) donc f estcontinueen 1.
_ 2
g(x) = 577 M5 <)

b. Soit g la fonction définie sur R par |g(x) = %(x) (x>0).
+ g admet-elle une limiteen 0 ? g(0)=1
¢ g est-elle continueen 0 ?
Ona: limg(x) = lim=55— x-x' = limg(x) = lzmM
B FEET RS (2 TG
sin(x)

Donc: limg(x) = lim%: limg(x)=1,et limg(x) = lim — limg(x)=1.

Par suite : {if{)zg(x) = 9.

*Ona: g(0)=1et {ifgg(x) = 1, donc_g est une fonction continue en 0 .

m Continuité a droite - continuité a gauche .

1. Continwitéa droite - continuité a gauche .

finif

1. Soit £ une fonction définie sur un intervalle de type [a;a+r[ (r > 0) .
On ditque f est continue a droite en a si et seulementsi /imf(x) = f(a) .

x>a

2. Soit f une fonction définie sur un intervalle de type la-ra] (r > o) .
Onditque f estcontinue agauche en a sietseulementsi limf(x) = fla) .

Exemple
fn=L2l
* Soit £ la fonction définie sur R par: x
A0)=1

1. Montrons que f est continue a droite de 0 .

(Vx#0) .

2. Montrons que f n'est pas continue a gaucheen 0 .

3. f estelle continueen 0 ?

En effet:
1. limfx) = limm: limf(x) = lim> =1
© Rso 0 X 0 0 X '
x>0 x>0 x>0 x>0

17



J'APPRENDS LE COURS

Et comme: f(0) = 1 alors /imf(x) = f{0) parsuite f estcontinue a droiteen 0 .

x>0

. L x . A
2. ligf() = lig 5 — lig ) = i = 1.
x<0 x<0 x<0 x<0

Et comme: f{0) = 1 alors {iygﬂx);éﬂo) parsuite f n'est pas continue a gaucheen 0 .
x<0
3.0na: {ipg]’(x) =Tet lﬂgﬂx) = -1
x>0 x<0

par suite f n'admet pas de limite en 0 ;d'ou f n'est pas continueen O .

Une fonction est continue en a si et seulement elle est continue a droite et a gauche en a .

Exemple
Les courbes ci-dessous représentent les fonctions f et g .

REMARQUE i e\ e e L
SRR SN EEREEED. 7). VNN
[EP S R ¥ R P Uy G o =24 ¥ SEER 4
Une fonction est DT | h H b
SRR - A\ BRI . ‘ JL»_‘_,_»‘ ,,,,,,,,
continueen a . D 4 T2 P N 0T\
Si la courbe Cf est ?77737773777€777A777+3 777777 A”?”“”T”ii‘”” ?"-? 77777777777 B N B A
tracée "sans lever le AR AR RV/REE R )" NG ST i A R N A A
crayon” sur un inter- S S S SR S IV AU S S A S Y <SR VIR~ U SR N R S § S
valle de centre a . Ona: B(2,1)€& Cf donc f2)#1ek A(2, -1)e Cf donc f(2)=-1.
~ etona: limf(x) = 1 et limf(x) =1
x>2 x<2

Donc {ipgﬂx) n'existe pas, parsuite f n'est pas continueen 2 .

Ona: C(-1,1)e Cg donc g(-1) = 1et li(m])g(x) =1et lim)g(x) = 1 par suite Xl{mg(x)= 1
x<-1 x>=1

etcomme: g(-1)=1alors g est continueen -1.

m Continuité.sur un intervalle .

1. Définition

1. f estcontinue sur Ja;b[ si f estcontinue en tout réel x, € |a, b .

2. f est.continue sur [a;b[ si f estcontinue sur ]a, b[ etadroiteen a .

3. f estcontinuesur |a;b] si f estcontinuesur ]a,b[ et agaucheen b .

4. f estcontinuesur [a,b] si f estcontinue sur |a, b[ et adroite en a etagaucheen b .

Exemple

1.Soit f la fonction définie sur [0, + oo par Alx)=Vx .
Montrons que f est continue sur [0, + oo .
Soit @ >0 ,0na limf(x) = lll?’l\/; =ya et fla)=+a,donc f estcontinuesur ]0, + oo[

et lXiNr{)zf(x) = lzygf =0 et f{0)=0,donc f estcontinuesur [0, + oo
x>0 x>0

2. Soit g lafonction définie sur R par g(x) =x’.

Montrons que : g est continue sur R .

En effet:

Soit aeR,ona: gla)=a’ et limg(x) = limx’ = &’

Donc limg(x)=g(a), parsuite g estcontinue entoutréel a sur R, D'ou g estcontinuesur R .

18



J'APPRENDS LE COURS

2. Continuité des fonctions de référence

* Les fonctions constantes sont continues sur R .
s Les fonctions x — x" (n € N*) sont continues sur R .
* Les fonctions x — xi (n € N") sont continues sur |-o0,0[ etsur ]O, + oof .

- La fonction x — y/x est continue sur [0, + oof .
« Les deux fonctions sinus et cosinus sont continues sur R .

Exemple
Montrons que la fonctions 7 définie sur ]0, + oo

Ax)=x* six>1

Par: f()c)=l sio<x<1

x3

est continue sur ]0; + oo

En effet:
La fonction x — x* est continue sur R par suite f est continue sur [1, + oo

La fonction x — % est continue sur ]0,+ oo| parsuite f est continuesur 01|
Reste a étudier la continuité a gaucheen 1.
limf(x) = 111;11% =1etcomme f{1)=1enalors /imfx)=/(1) parsuite, f estcontinue

x—1
x<1 x<1 x<1

agauchede 1,donc f est continue sur |0, + oo

3. Opérations sur les fonctions continues,:

Soient f et g deux fonctions définies surfun intervalle 7 .
1. Si f et g sontcontinuessur 7 alors f+ g et fX g et kf /sontcontinuessur / avec k unréelconstant.

f

2.Si f et g sontcontinuessur I et'g nes'annuleparsur / alors s eté sont continuessur 1 .

Exemple
Ona: f:x—x*et g/t x— 3x sontcontinues sur R
Donc f+g : x+— x** 3x est continue sur R
cOna: fixrex’+3 et g x> x>-4 sont continuessur ]2, + o[ et g

2
ne s'annule pas sur ]2, ¥oc| donc é DX — izfj est continue sur ]2, + oof .

1. Toute fonction polynéme est continue sur R .
2. Toute fonction rationnelle est continue sur chacun des intervalles de son domaine de définition .

3.Si f estcontinue surunintervalle 7 et g est continue sur un intervalle J telque AT)cJ
alors gof est continue sur I .

4.Si limf(x) = 0 et g estcontinue en ¢ alors /im(gof )(x) = g( 1) .
Exemple

L 2x+1 . x>+ 4x-12
Calculons lim sm( T .TE) et ){lﬂ,/W

+1
X

= lim%n = 21 et comme la fonction sin est continue en 27

'Ona:lerﬁozx

2x+17_[

T )=sin(27t)=0

Alors limsin

19
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9> J'APPRENDS LE COURS

L'image d'un inter-
valle par une fonc- |
tion continue est un |
intervalle

20

X’t+ax-12 _ (x-2)(x+6) _

limx+6

oo T -2) lim=— =4 et comme la fonction ¥ est continue

-Ona:lipzq

X+ Ax-12 _ sy
en 4alors limy/*—575 "= =y4=2

Exemple
1. Lafonction f: x— 3x*-5x> + 2x-2 est continue sur R car f une fonction polynéme .
) x*-1
SR e,
donc f est continue sur chacun des intervalles ]-oc,2[ , ]2,3[ et |3, + oo .

f estune fonction rationnelle et Df = ]-00,2[U]2,3[U]3, + o[

3. hx— 2x-6 définiesur [3; + co[ posons g(x)=2x-6; g estcontinue sur [3; + oo
entant que fonction polyndme et la fonction £ : x — y/x et continue surf0; + o[ et comme
g(x)=0 pour x €[3, + o[, alors lafonction / quiest la composée des fonctions f et g est

continue sur [3, + oo (h(x)=fg(x)) = fog(x))

Image d'un intervalle par une fonction continuégy .-——-—¢———————

Si 1 estune fonction continue sur un intervalle [a, 5|
alors 'image de cetintervalle [, 5] est l'intervalle

flab])={minflx); maxfix)|

asx<h

Exemples
Le tableau ci-dessous est le tableau de variation d'une fonction f continue sur ]-oo, 2]

x oo -2 -1 0 2
+o0 2 1

3 5
Al-200D)=[-5.2] etdA[-2 -1])=[-3,2] ; Al-1.2]) =[-5,2] et A[-1,0]) =[-5,2].

« Image d'un intervalle par une fonction continue et striccement monotone .

Intervalle 771" A1) ( f Continue et croissante sur I ). AI) ( f Continue et décroissante sur [ ).
[a,b] [./{a):/(b)] [/(b):fla)]

o] JimA0A) [t

[asbl  [Aa)limf(x)] [fim )i fla)

a:bl | JlimfCo) lim /)| Jim o), lim fL0)]

R Jim ): fim )] Jdim fCx): i /)]

m Théoréme des valeurs intermédiaires et son corollaire

1.Théoréme:

Soit f une fonction définie surintervalle 7. a et b deux réelsde I avec a < b pour tout k
compris entre fla) et f{b), il existe au moinsunréel ¢ de [a;b] telque At)=k .

Autrement dit I'équation f{x) = k admet au moins une solution dans [a, 5] .



Exemple

* flx)=k admet trois solutions dans [a; 5] quisont x,, x, et xs.
¢+ flx)=c admet une seule solution dans [a, b] quiest t .

2. Corollaire :

Si 1 est une fonction continue et strictement monotone sur [a; b] alors pour tout réel & entre fla)
et f{b) l'équation A x)=k admet une seule solution ¢ dans [a; k] .

*Si f estuncontinuesur [a;b] et fla)xf(b) < 0 alors|'équation Ax)=0 admetaumoins
une solution a € Ja, b[

- Side plus f est striccement monotone sur [a; 5] alors la solution a est unique.

3. Encadrement de la solution de l'équation f(x)=k

Parmi les méthode pour déterminer un encadrement de ¢ lasolution de ['équation f(x) =k,
on propose un alogarithme de dichotomie.

Le principe est de déterminer successivement l'intervalle dans lequel sessitue la solution ¢, en

divisant par deux l'amplitude de l'intervalle 3 chaque étape .
atb

Pour cela, on calcule m = le milieu de l'intervalle [a; 5] puis on doit calculer f{m) alors
si k est compris entre fla) et flm) dansce cas ¢t €[a;m] etsi k est comprisentre f(m)
et f{b) danscecas t&[m;b].

Si t&[a m], onréitére le procédé dans [, m] sinonon réitére le procédé dans [m; b].
Variables: a; b; m réels P entieret f fonction.

Entrées:Lire a;: b; P .

Traitement : Tant que b-a > 107 faire a;b —m.

Si fla)x flm) >0 alors m — a sineN m=— b .

Fin sorties : Afficher a; b et P .

Exemple

-Onrentre a=1et h=2 et P=6 et Ax)=x’-2.
+ On obtient:.a=1,25992012 et h=1,259921074 .

£_Techerche

Fichier Accueil\ Insérer  Miseen page » Formules Données Révision Affichage Aide

[]?D 3 [CatiBri [EES A A &> q gb Stondard
I s - A % 000 49 g
Presse-papiers Police Alignement Nombre
G6 ? fi | =SI(B5*D5<0;A5;G5)
A | | C | D | E | F | G | H | |

2 On considére la fonction f définie S(N2) par f(x)=x"3-2

3 C=(a+b)/2 f(a) f(b) f(c) a <t <b amplitude | N.d'itérations
4 |15 -1 6 1375 1<t<2 1 0
5 [1.25 -1 1,375 -0,046875 1<t<15 0.5 1
6 [1.375 -0,046875  [1,375 0,599609375 125< t<15 0,25 2
7 [13125 -0,046875  |0,599609375|0,260986328 1,25 < t < 1,375000 0,125 3
8 [1,28125 -0,046875  |0,260986328/0,103302002 1,25< t<1,312500 0,0625 4
9 [1,265625 -0,046875  |0,103302002(0,02728653 1,25 < t<1,28125 0,03125 5
10 [1,2578125 -0,046875 0,02728653 |-0,010024548 1,25< t<1,265625 0,015625 6
11 [1,26171875 [-0,01002455 [0,02728653 |0,008573234 1,2578125 < t < 1,265625 0,0078125 7
12 [1,259765625 [-0,01002455 [0,008573234]-0,000740074 1,2578125 < t < 1,26171875 0,00390625 8
13 [1,260742188 |-0,00074007 [0,008573234(0,003912973 1,259765625 < t < 1,26171875 0,001953125 9
14 [1,260253906 |-0,00074007 |0,003912973|0,001585548 1,259765625 < t < 1,2607421875 0,0009765625 10
15 |1,260009766 |-0,00074007 [0,001585548(0,000422512 1,259765625 < t < 1,26025390625 0,00048828125 11
16 |1,259887695 |-0,00074007 [0,000422512(-0,000158837 1,259765625 < t < 1,260009765625 0,00024414062 12
17 |1.25994873 [-0,00015884 [0,000422512/0,000131823 | 1,2598876953125 < t < 1,260009765625 |0,00012207031 13
18 [1,259918213 |-0,00015884 |0,00013182 |-0,00001351 | 1,2598876953125 < t < 1,25994873046875 |0,00006103515 14
19 [1,259933472 [-0,00001351 [0,00013182 |0,00005916 |1,25991821289062 < t < 1,25994873046875|0,00003051757 15
20 |1,259925842 [-0,00001351 [0,00005916 |0,00002282 |1,25991821289062 < t < 1,25993347167968|0,00001525878 16
21 [1,259922028 [-0,00001351 [0,00002282 |0,00000466 |1,25991821289062 < t < 1,25992584228515|0,00007629394 17
22 [1,25992012 |[-0,00001351 [0,00000466 |-0,00000443 [1,25991821289062 < t < 1,25992202758789/0,00003814697 18
23 |1,259921074 [-0,00000443 [0,00000466 |0,00000011 |1,25992012023925 < t < 1,25992202758789|0,00001907348 19
24 [1,259920597 [-0,00000443 [0,00000011 [0,00000216 |1,25992012023925 < t< 1,25992107391357| tncadrement 20

REMARQUE

+Si I estun inter-
valle qu'on peut pas
calculer les images
de ses bornes alors
on va remplacer

Ma)xf(b)<0
par 0 A1)

i

Le mot "dichoto-
mie" provient du
grec dikhotomia qui
signifie "division en
deux parties"
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m Fonction réciproque d'une fonction continue et stricte-

ment monotonie.

1. Théoréme de bijection :

Si f et une fonction continue et striccement monotone sur un intervalle 7 alors pour tout
y € A1) . Ilexiste un seul élément x de 7 telque fx)=y,qu'onnote 7 '(y).
Exemple
Soit f: x — 2x*>+x-2 une fonction définie R .
¢ f estcontinue sur R en tant que fonction polynéme .
¢ f'(x)=6x*+1>0 donc f eststrictement croissante sur R .
* fAR) = fll-00, + o) =] fim flx) ; lim (=),
Or: lim f{x) = lim2x’ = -cc et lim flx) = lim2x* = +oo .
Donc: fIR)=]-00, +o[=R .
Donc d'apres le théoreme de bijection pour tout y € R"; il existe un'seul élément de x tel
que: flx)=y.
Par exemple:

0 € AAR) = |-o0, + o] = R doncil existe un seul réela tel que: f(a) = 0 autrement dit, il existe
unseulréelatelque: 2a’°+a-2=0.

2. Définition :

REMARQUE Soit f une fonction continue et strictement monotone sur 7 . La fonction quia chaque élément

y de f(I) associe l'élément x de /'avec f(x) =y estappelé lafonction réciproque de f qu'on
note £ elle est définie sur A1) .

a (vxer) |
' Exemples
et (Vy € J)
Ax)=ye=x=s'(y) Soit f unefonction définie sur [\1; + oo par fx)=x*-2x+3.
b. (vxer) : a. Montrer que £ admet.unefonction réciproque £ définie sur unintervalle J qu'on doit

et (Fof)(x) = x déterminer ;

ot Vx € J  b. Calculer f(x) pourtout xeJ .

(for Nx)=x éponse )
a.0na: flx)=x*-2x+3 pourtout x €[ 1, + oo .
f estcontinue sur [ 1, + oo[ en tant gue fonction polynéme .
FUx)=2x-2=2(x-1) etcomme x€]1, +oo[ =x>1T=f"(x)>0,et £(1)=0
Donc f eststrictement croissante sur [1, + oof .
Donc f admet une fonction réciproque f' qui est définie sur

J=1)= [, +oo)=[ A1), lim fx)]

D'ol: J=[2, +oof .

b. Calculons #'(x) avec x €J =[2, + oo .

Onpose: f'(x)=tavec x€[2, +oo et t€[1, +oo[,0na: f'(x)=1¢
At)=xe=r-2t+3=x.

At)=xe=r-2t=x-3.

At)=xe—=r-2t+1=x-3+1.

At)=xe=(t-1)Y=x-2 etcomme x €[2, + | donc x-2>0 etonaaussi t€[1, + oo .
Donc 7- 130 parsuite 7-1=yx-2 dol:z=1+y/x-2

Parsuite: ' (x)=1++x-2 pourtout xeJ .
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3. Propriétés de la fonction réciproque :

Si f estune fonction continue et striccement monotone sur unintervalle I alors f admetune
fonction réciproque ' définiesur J=f(1) etona:
1. f7 estcontinuesur A1) .
2.Lamonotoniede f sur f{1) estla méme monotoniede f sur I .
3. Les deux courbes (Cf) et (Cf") dans un repére orthonormé sont symétriques par rapport
a la droite d'équation y = x .
Exemple
Soit f une fonction définie par Alx)=x"-2x+3 sur J-oo, 1] .
1. Montrons que f admet une fonction réciproque £ sur J = f{(]-o0,1]).

2. Calculons f'(x) pourtout x€J .
3. Tracons Cf™' .

1.0na: flx)=x-2x+3 pourtout x € J-oo, 1] .
« Comme la fonction x+— x*-2x+3 est continue sur R en tant que fonction'polynéme donc
la fonction f est continue sur ]-oo, 1] .

- Ona f estdérivablesur J-oo, 1] et f'(x)=2(x-1) etcomme x € |-o0, 1] alors f(x) < 0.
et par suite la fonction f est strictement décroissante sur ]-oo, 1] .

et fl]-o0,1]) =[ A1); lim f(x)[ et comme f(1)=2 et lim f{x)= limx® = oo

Alors: J = f(]-o0,1]) =[2, + o[ .

Ona: f estcontinue et strictement décroissante surJ-oc, 1] et fA(]-00,1]) =[2, + oo
Donc: f admet une fonction réciproque £ définie sur oJ =[2, + eo|.

2. Calculons f'(x) pourtout xeJ.Onpose f'(x)=t avec xeJ et t€]-o0,1].

Ona f'(x)=t

—=ft)=xe=1r-2t+3=x.

—=tr-2t=x-3

= 1r-2t+1=x-3+1
At)=x=(t-1)Y=x-2

etcomme: x-2=20et#-1<0

Alors -1 =-y/&x-2 ,d'ol: t21-/2%-2 .

par suite :

Vxe[2 +oof fNx)ET-Vx=2.

3. Lacourbede Cf! dansunrepére orthonormé.

Onsaitque Cf' et'Cf sontsymétrigues par rap-
port a la droite d'équation y = x .

3. Fonction racine n-iéme

Soit n un entier naturel avec n > 1, la fonction g définie sur [0, + oo[ par g(x)=x"admet
une fonction réciproque g ' définie sur [0, + oo ; qu'on appelle fonction racine n-iéme et pour
tout x €[0, + o[, on note g™ (x) =*%x qu'on lit racine n-iéme de x au racine d'ordre n de x .

Exemple
« Pour n = 1 la fonction racine d'ordre 1 estla fonction # : R — R", x— VYx =x .

- Pour n = 2 la fonction racine d'ordre 2 est la fonction S : R* — R*, x — ¥/x = y/x .

REMARQUE

La fonction racine
d'ordre 2 est la
fonction racine
carré
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- La fonction %/ est définie sur [0, + oo] .
*Vxe[0 +oo[ et Vye[0, +oo , ¥x =y =)' =x.
- La fonction %/ est continue sur [0, + oo .
c(VxeR) (VyeR) x=y=ix=4/y.
cvxeR (¥x)=4x"=x.
" Jimx = oo

Exemples

1.¥8=2car8=2°.

2. 327=3cr27=3.

3.4/0=0car0°=0.

4, leﬁom = +o00 Car lerzzﬁxz—?:x+ 1=+ .

5. lim3/x +27 = lim¥/27 = 3 car x —x + 27 est continueen 27.
L'équation: x"=a avec n € N" .

1e"cas : Si n est pair et a est positif alors x" = a <s'x = ¥a ou x =-Va.
2%mecas : Si n est pair et a est négatif alors x” = a estimpossible .
3emecas : S » estimpair et a est positif alors x" =aex="Va .

4tmecas : Si n estimpair et a est négatif alors x" = g e x =<%/-a .

Exemples

1.x*=16=x=%16 ou x=-416 = x =2 oU x = -2
2. x* = -5 impossible .

3. ¥=27—=x=¥Y2=3

4. x°*=(-32) == -V(-32)4 =x=-¥32 , =x=-2 .

5. Limite etcontinuité de la composé d'une fonction 1 positive et la
fonétion@l

reme.«
Soit f-.une fonction définie et positive sur un intervalle 7 .
1.Si f est continue sur 1 alors la fonction 4/ / est continue sur I .
PNote. 2.Si limf(x) = 0 alors limy/ f(x) =40 .
3.Si limf(x) = +oo alors lzlnm = +oo avec ( a fini ou infini) .

L8 Fendion rEdhe 4. La monotonie de /7 sur I estla méme monotonie de £ sur 7 .

niéme est continue |

) ) Exemples
et strictement crois-
sante sur l'intervalle 1. 0n consideére la fonction g définie sur [-1, + oo par g(x)=¥x*+1 .
[0, + oo : Montrons que g est continue sur [-1, + oo .

Ona g estlacomposé des deux fonctions ¥ et la fonction f: x+— x>+ 1.

Comme f est continue et positive sur [-1, + oo alors g est continue sur [-1, + oo .
. .3/ 8x-1

2. Calculons lim¥/6x* +3 et limy/ 55 -

Ona: lim(6x* +3) =27 donc limy/6x’+3 =327 =3 .
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etona: xlyggjx;; = xlj:ggoi—x = 8 donc fim,/ ?Cx+_21 =3/8=2.
_oafx?-1
3. Caleulons lim+/ 7 -

2 2 2
.ox =1 . X . .4 fx -1
. <z = = = = + = +
Ona: xllmmx 1 Xlimm X xllmmx e ] ,dOﬂC xlimm x+1 x© .

4. lafonction u : x — x*-2x + 3 est positive et croissante[ 1, + oo

Donc la fonction ¥/u définie par ¥/u(x) = ¥/x*-2x + 3 est croissante sur [1, + oo .

Puissance d'un nombre réel

a. Rappel.:

1.5t xeRetneN ;| x"=xXxX...... Xx .
oA 2
n fois

2.5itxeR et ne N” ;x'"=):n .

b. Puissance rationnelle:

Définition :

Pour tout x €[0, +oof etpartout ne N*-{1}: x7 = +/x .
° VaE[0,+oo[
Exemple Va=a=ya
23=2><2X2=8€t572=%=%. - Pour tout n de
125% =3/125 = 5 car 5° = 125 s VORC
97=3/9=/9=3car3?=9 N
Propriété :
P

Pourtout x€]0, +oo[ et r=-- avec p€Z ebige N' ), x’ = x7 = 4/x" .

q
Exemple

1.275=(327¢=32=9

3 = 1 1
2. 25 g=(2\/g)3=?=ﬁ

Propriété :

Pour tout x et y'de ]O, + oo| et pourtout r et » de Q .

1. " =x"%Xp" . 4, x' "= ;, .

2. (x)y =1x’”' : 5. (Y =x' Xy .

R 6. (%)= =vx().
Exemple

1.9¥x37=(32)7x37=37x37 =377 donc 9¥x37=3 .

* Continuiteé : Jlas) * Racine n-iéme : n 43yl oo yus * Puissance rationnelle : & ju> 543
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1 Continuité d'une fonction en un réel

Soit f une fonction définie par:

Vx> 1 ﬂx)—lcixz 1
x*+ bx =%
Vx <1 f(x)=m

1 « Montrer que f estcontinue a droiteen 1.

2 o Déterminer la valeur de b pour que f soit
continue a gaucheen 1.

Réponses:
l-Ona:f(1)=%
ﬁ1 =i WD+ 1)

t limf(x) = lim - .
e xl>n11f(x l>1 E— jlgll(x/;+1)(x-1)(x+2)

. (x-1) 1

I =i = lim .
lim f(x)= D x-Nxr2) e +1)(xv2)

x>1
Donc: {iqu(x) =g etcomme f(1)= %
x>1
Alors lim flx)=f(1)
x>1

2 ¢ Pour que f soit continue a gauche en 1; il faut et il

suffitque: limflx) =f(1) =&
x<1
Ona: {_iygxz—bx= 1-b et lxilvgx2+4x—5 =0.

x<1 x<1

par suite f est continue a droite en 1.

EENEH si 1+ b # 0 alors limflx) = oo

x<1

et par suite f n'est pas continue a gaucheen 1.

cPANEH si1+b=0alors b=-

__ X-x
etdanscecas flx)= T4y 5. Pour ¥ <1
. x(x-1) X
{’g’f(x it 1)(x+5) i

Donc: lsz(x) =

x<1

Alors limf(x) = f(1)

x<1

Donc: f estcontinueagaucheen 1;si b=-1.

© etcomme f(1)——

2 Continuité sur un intervalle
On considére la fonction f définie par:
(Vx>0) flx)=3x"-2x7+1
(vx<0) flx)=Smx)

1 o Justifierque: D, = R (domaine de définition

de f).

2 o Calculer !l"fif(x) et lim f(x) .

3 o Montrer f estcontinueen O .

4 « Montrer que f estcontinue sur R .

26

Réponses:

1e D, ={xeR/ fix)existe} ;
D,={xeR/x=>0}u{xeR/x<0et x#0} .
Donc: D,;=]-00,0[U[0,+cc[ = D,=R .

2o [im flx)= lim3x*- 2x* +1= lim3x’ =+ co.

sin(x)

Donc: lerzzo]’(x) = +oo !l”?if(x) = lim

Onsaitque: -1 <sin(x)<1.

+1 _ sin(x) _ -1 A
Donc: ——<— S+ .(car x est négatif).
et comme lzml— llm%— 0.

Alors d'apres théoréme des gepdarmes: lim =0.

sin(x)

X
3¢0na fl0)=1et limflx)=limfx)=1= f(0) donc f
est continue en0

4 e0nasur: [0, +oo[ Ax)=3x"-2x"+1.

et comme la‘fonction. x —3x*- 2x* + 1 est continue sur
R entant'qu'une fonction polynéme alors f est continue
sur [0, +.00] .

Onasur |-o0,0] lesdeux fonctions x — sin(x) et x — x

sont.continues et comme x # 0 sur ]-oc, 0[

sin(x)
X

Alors lafonction f: x — est continue sur ]-o0, 0] .

Deplusona f estcontinueen 0 .

Donc la fonction f est continue sur R .

3 Fonction partie entiére

La fonction partie entiere est la fonction définie
sur R par: E : x— E(x) avec E(x) estl'entier
relatif tel que E(x)<x< E(x)+1, E(-1,2)=-2;
E(-1)=-1; E(0,5)=0 et E(3,2)=3, E(3)=

1 « Montrer que la fonction partie entiere E est
continue adroite en 1 etque E n'est pas continue
dgaucheen 1.

2 o Tracer la courbe représentative (C) de la
fonction E .

3 « Montrer que pour tout m de Z ; la fonction
E est continue sur l'intervalle [m;m+ 1] .

Réponses:

1e0na: E(1)="1et {ilng(x)=1mais lxiygE(x)=0

x>1 x<1
Donc E est continue a droite en 1 mais non continue a
gaucheen 1

Car: {ing(x)=E(1) et lim E(x)#E(1).

x>1 x<1



3eSoitmeZ.

a.aclmm+lem<a<m<m+1.

Donc: E(a)=m et llp}E(x) =m

D'ou: limE(x) = E(a) et cecipour tout a de lintervalle
lmm+1[ .

Donc E est continue sur Jm,m+1[.

b.Ona: E(m)=m et limE(x)=m .
Donc: limE(x)=E(m)=m .

D'ou: E estcontinue a droiteen m .

Parsuite £ estcontinue sur [m, m + 1[ pourtout m de 7Z .

4 Théoréme des valeurs intermédiaires

On considére la fonction f définiesur R par:
Ax)=x>-3x

{f(x) =2x’-4

1 « Montrer que f estcontinuesur R .

2 « Etudier les variationsde f sur/]-oo, 1] etsur

]'I, e oo[ .

3 o Endéduire le tableaudevariationsde 1 sur R .

4.

a. Montrer que [‘éguation f{x) = -1 admet trois
solutions dans R .

parx <1
parx > 1_

b. Montrer que ['équation A(x)= -6 admet une
seule solution dans R .

Réponses:

TeOna:vVax<1 flx)=x"-3x
Et comme la fonction x — x*-3x* est un fonction poly-
noéme continue sur R alors 7 est continue sur ]-o0,1] .

cOna: vx>1 flx)=2x"-4 et comme la fonction
x — 2x”-4 est une fonction polynéme continue sur R
alors f est continue sur |1, + oof .

J'APPLIQUE LE COURS

* Reste la continuité d droiteen: 1.
Ona: {iy]zj(x)= lim2x*-4=2(1)-4 = -2 et comme

x>1 x>1

f(1)=-4 alors f estcontinue adroitede 1;
Par suite f estcontinuesur R .

2e0na: VxeJ-oo,1] flx)=x>-3x",
Dot f'(x)=3x"-6x f'(x)=3(x"-2x) .

X -00 0 1

() - 0 :
1x) N - —,

Etona: vVx €]l +oo| , Ax)=2x>-4;
D'ou f'(x)=4x.

X 1 +00
/' (x) +
flx) o . Tt

Par suite :f* est croissante sur ]-oc,0] et sur |1, + oof

et f estdécroissante sur [0, 1]

3/ Tableau de variations de f sur R :

-00 0 1 +oo
/ 0 /+oo

-00 -2

a. Montrons que ['équation f{x) = 1admet trois solutions :

X

£(x)

4 o

*0na f{]-0,0]) = ]-00,0] €t -1 € ]-00,0]

D'ou: (-1) € f(]-o0,0]) et comme f est continue et stric-
tement monotone sur -0, 0] alors d'aprés théoréme des
valeursintermédiaires (7.V.1) 'équation Ax) = -1admet
une seule solution dans ]-c0,0] .

+Ona f{[0,1])=[-2,0] et (-1)€[-2,0]

D'ol (-1) € f([0,1]) et de plus f est continue et stricte-
ment monotone sur [0, 1], doncd’apres T.V.I |'équation
Alx)=-1admet une seule solution dans [0, 1].

cOna fl[1, +oo[)=[-2, +oo[ €L -1 €[-2, + o[

D'ol (-1)€f{[1,+ <[) etde plus f estcontinue et stric-
tement monotone sur [ 1, + oo ;

Doncd'aprés T.V.I 'équation f{x) = -1 admet une seule
solution dans R.

b. Montrons que ['équation f{x)=-6 admet une seule
solution dans R.

c0Ona f{]-0,0]) = ]-00,0] et -6 € ]-00,0]
Donc -6 € f{]-o0,0]) et de plus f est continue et stricte-

ment monotone sur |-oo, 0]

27
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Doncl'équation f{x) = -6 admet une seule solutions dans
]-00,0]. (d'apres T.V.I) .

+Ona f{[0,1])=[-2,0] et comme -6 & [-2,0]

donc -6 & ([0, 1]) par suite l'équation f(x)= -6 n'admet
pas de solution dans [0,1] .

cOna f([1, +oof)=[-2 +oof et -6 & [-2, + o]

Donc -6 & ([0, 1]) parsuite 'équation A(x) = -6 n'admet
pas de solution dans [ 1, + oof .

Finalement 'équation f(x) = -6 admet une seule solution
dans R.

5 Fonction réciproque et calculde f'(x)

Soit £ la fonction définie sur ]-oo, 1[ par:
3
fx)=35
1 « Montrer que f estcontinue sur ]-oo, 1] .
20

a. Vérifier que flx)=1+
X EJ-o0 1] .

1
x* -1

pour tout

b. Montrer que f est strictcement décroissante
sur J-oo, 1] .

3 o En déduire que f admet une fonction
réciproque /' définie sur unintervalle J gu'on
doit déterminer.

4 « La courbe ci-dessous représente la fonction

5 o Calculer £ (x) pourtout x de J.

Réponses:

x3
x*-1"
1 o Lesdeuxfonction U : x — x* V : x — x*- 1sont conti-
nues sur J-oo, 1] de plus sur J-co, 1[ x*-1#0; par suite
f estcontinue sur J-oo, 1] .

Ona: Vvx € l-o0, 1] flx)=

2 e

. X X1+ X1 1
a.Ona.f(x)—x3_1— e Tl b B
Donc flx)=1+ x31_1
b.Ona: Vxe]-oo1[ Alx)=1+ :

x*-1"

f'(x)=0+ﬁ:f’(x)=%sopourtout x de

28

]-00, 1] . Donc 1 eststrictement décroissante sur ]-oo, 1],
3 ¢ 0na: f estcontinue et striccement décroissante sur
]-00, 1] .

Donc f admet une fonction réciproque f définie sur

7= fl-o0, 1) = |lim flx) ; fim )] ;

3
= -o0 et lim f{x)= leljgoxsx—1

3
. . X
lim Ax)=lim——
x-—(1)f( ) w1 x =1

x<1 x<1
e I
Dot fim flx)= lim”7 = lim1 =1

Parsuite: J = ]-00, 1] .

5 eCalculons pour tout x de J .
Onpose f'(x)=ravec x < lettr<1

Onafia)=1 flr)=xe1+le=x,

4=>t3=x11 +1

=x-1<=£f-1=

1 1
T x-1

At)=xe=p ==

x-1"
1 3
a.Pouro<x<1ona: -1 <Oett? <0et—x_1 =0
et -£ >0 etcomme: - =(-t) = x—_x1

3 /2 3 /2 N 3 /-

Alors 3\/(—t)3=4/x_x1 = -t = x_x1 dou:z=- x_x1
=/
Doncpour 0<x <1 f'(x)=- o1

b.Pour x<Oona: ;24 >0et >0

. 3_ X 5_3/ X _3/ X
Par suite 7 = 15 =>?’\/t——«/x_1 —r1=/37

Doncpour x<0 f'(x) =1/ -2

. vrelo1] A E Ry
inalement : s
vielx0]  fi(x)=y

6 Equations et limites

1 « Résoudre dans R .

5 — 4)63-1_
a. x’-3x=0. b. x3+1_2'
C. x*+2x=0. fx+1 _

d. -1 -2

3 - -
2 o Calculer lgg%

Rappel: a¢*-1=(a-1)a*+a+1)



Réponses:

Te

a. x’-3x=0=ux(x'-3)=0.

—x=00Ux*=3 esx=00Ux=%3 oux=-Y3.
Donc: Sz ={0,-4/3,43}.

b. x*+2x=0e=x(x"+2)=0e=x=00uU x*=-2 .
—=x=0 ou x=—ﬁ SR={0,-5&/§}.

3_
. ‘)‘;‘J =2 endt-1=2042 (x#-1).

3_
i§+11 =2e2r=3 <=>x3=% <=>x=3\/% Swz{3 %}

s/x+1 _ x+1
d. x_-l _2<=>x_-|

e x+1=8x-8 (car 1 n'est pas solution).

=8

—=7x=9 <:>x=% donc:SR={%}.

oo 2ot (Yx-2-D)(F/x-2"+3x-2+41)
Hx3 o (x-3)(¥/x-2"+¥x-2+1)
limax_z-1 = lim (Sx_2)3_1
w3 X-3 =3 (x-3)(¥/x-2"+¥x-2+1)"
lim3x_2_1 = lim £3
X3 (p3) (Va2 -2+ 1)
3/ - -
lim Yo _23 L lim 3 !
=X =3y x-2" 43 x-2+1
Yx-2-1

w|—

Donc lngix 3 =

7 Calculer /' (x)

Soit f une fonction définie par:

f(x) = m .

1 « Vérifier que:

VXER x¥*+3x*+3x+28 = (x+ 1) +27.
2 o Justifierque Df = [-4, + o[

3 « On considére la fFonction . définie sur
[-4, + oo par u(x)=x>+3x"+3x+28 .

a. Montrer que wu est strictement croissante sur
[-4, + o] .

b. En déduire que f est strictement croissante
sur [-4, + oo .

4 « Montrerque f admetune fonction réciproque
£ définie sur l'intervalle J=[0, + oo .

5 o Calculer 7 '(x) pourtout x de J .

Réponses:

TeOna: (x+1)P+27=x"+3x"+3x+1+27.

Donc (x+ 1) +27 =x*+3x>+3x+28 et ceci pour tout
xde R .

J'APPLIQUE LE COURS

2 e Df={xeR/ f(x)existe}
Ax)=%x"+3x>+3x+28 existesi (x+1)+27>0.
(x+1)P+2720 = (x+1) 227 = (x+1)>(-3).
(x+1)+2720e=x+1>2-3=x>-4.

Donc: Df=[-4, + oo .

3.

a.0na:u(x)=x+3x*+3x+28 u(x)=(x+1)y+27.
Soient a et b deux éléments de [-4, + oo ,
a>be=a+1>b+t1=(a+1)>(b+1)

Car la fonction x — x* est strictkement croissante sur R
en particulier sur [-4, + oof .
Dol:a>be(a+1)*27>(b+1) %27 .

Donc: a > b < ula) > u(b).

Par suite U eskstrictement croissante sur [-4, + oo .

b. On a :flx) =% u(x) et comme u est positive et

strictement croissantesur [-4, + oo[ alors £ eststrictement
croissantesur [-4, + oo .

4 e Ona: f estcontinuesur[-4, + oo car f estlacom-
posé dedeux fonctions continues de plus f eststriccement
croissante sur [-4, + oo

Donc f admet une fonction réciproque f' définie sur
J=f([-4 + [) etcomme f(-4)=0 et lim flx)= +oo
Alors J=[0, + o] .

5e0npose: f'(x)=tavec x€J et t€[-4, + oo .
c i (x)=t=ft)=x =Y (t+1)V+27 =x,

S (x)=te=(t+1)+27=x°,

i x)=t=(t+1)=x"-27

etcomme: t€[-4, + o] donc t+1€[-3, + oo .

g 1° cas :|

Site[-4-1]alors t+1€[-3,0] .
(t+1)V=x-27 = (-(t+1))=27-x".

= (t+1)=%27-¥°, =>t+1=-¥27-x" .

—t=-1-327-x".
Donc f'(x)=-1-3%/27-x° pour 0<x<%27 .
g2°m cas : |

Site[-1, +oof alors (1+1)€[0, + oof .
(1+1)P=x"-27 e t+1=3x-27 .
—=t=3x-27=1.

Donc: f'(x)=¥x*-27-1pour x>%27 .

) f(x)=-1-%27-%° 0<x<¥27
Finalement:
S (x)=¥x*-27-1 x =327

29
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Exercices d'application

Continuité en un nombre réel-continuité a droite et a
gauche d'un nombre réel .

1 Soit f une fonction définie sur R par:
{ﬂx>= Yol (k1)
f1)=2

1 o Montrer que f estcontinueen 1.

2 o Montrer que f estcontinueen (-1) .

2 Soit g une fonction définie sur ]-oc,2[U]2, + oo par

x’-x-1

g(x)=7x2_3x+2 pour x > 1

2_ -
g(x)=% pour x < 1
g(1)=-3

1 « Calculer leiﬁcg(x) et limg(x) et {l_rzng(x) et )lljyg(x)
2

a. Montrer que g est continue a gaucheen 1.

b. Montrer que g est continue a droiteen 1.

c. Que peut-on conclure ?

3 ¢ Montrer que g estcontinueen 0 .

3 On considére la fonction & définie par:

x

= >_
h(x) T ex Py 1.
h(0)=-2

* Montrer que % est continue en 0 .

4 soit f la Fonction définiesur R par:

j(x)=i’f_'12 pour x >'1
) =1
flx)= af_+x6 pourx < 1

1 ¢ Calculer lim f(x) et limf(x)
x>1

2 o Calculer suivant lesvaleursde a:
a. le{rotoﬂx) .
b. limf{x)

x<1

3 o Endéduirelavaleurdeapourlaquelle f estcontinueen 1.

5 Soit g la fonction définie par:

a(x) = _x-4
ax/; +2

g(x)=2x-b

pour x > 4

pour x <4

30

- Déterminer les valeursde a et b pour que g soit conti-
nueen 4 .

6 Soit 1 la fonction définie sur [-3, + o[ par:

_Yx*(x+3)
flx)= x(x+3)

: .
0)=—=-et f-3)=1
f( ) «/§ e f( )
1 « Etudier la continuité de f 3 droite et 3 gaucheen 0 .

2 « Etudier la continuité de & droite en -3 .

7 On considére la fonction 4 définie par:
h(x)= xsin(%)pour x#0
h(0)=0

1 « Calculer !Z’Zih(x) et limh(x) .

2 o Montrer que ./ est continueen 0 .

8 Continuité sur unintervalle

Ax)= Smix) pour x>0

Ax)=x*-3x+1pourx<0

Soit f la Fonction définie par:

1 « Etudier la continuité de / en 0 .

2 « Montrer que f estcontinuesur R .

7
9 On considére la fonction g définie sur R par:

3 -

g(x)= 682 pour x > 8
X'+ 17x-72

g(x)=w pourx < 8.
1

2(8)=+5

1 « Etudier la continuité de g en 8 .

2 o En déduire que g est continuesur R .

10 Les courbes ci-dessous représentent les fonctions
f; get hsur[-32].
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« Etudier la continuité des fonctions f; g et & sur [-3;2] .

11 Soit 7 la Fonction définie par:

flx)=1-2x six < -1

flx)=x-x six=-1

1 o Justifier que f est continue sur J-oo, - 1 et sur
]-1, + oo .

2 « Calculer /im f{x) et limf(x) .
3
a. Calculer /im f(x) et {lm)f(x) et f(-1) .

x<-1 x>-1

b. Que peut-on déduire pour la fonction £ ?

12 soit £ la fonction définie par:

x-3
=X >3
= ias *
_ xX'-ax-3
fx)= g X <3

f(3)=b
1 ¢ Caleuler /im f(x) et lim f{x)

2 o Déterminer les deux nombres réels a et b pour que
f soit continueen 3.

3 ¢ Endéduire que f estcontinue sur R sietseulement
Sia=2etbh=4.

JE M'EXERCE

13 Soit £ la fonction définie par:

f(x)=%1_1 x>0
fix)= Si’;ix) x<0.

f0) =%
1 o Justifierque: D, =R .
2 o Calculer ﬁ’fiﬂx) et lim f(x)
3 ¢ Montrer que f estcontinueen 0 .

4 « En déduire que 1 estcontinuesur R .

14 soit 1 la fonction définie sur R par:

flx)= 2);113 pour x > -1

fix)=sin(nx) pour -2<x<-1.
3

f0)= 'X;C_Jr18 pour x < -2

1 « Calculer ]f’ﬁf(x) et limg(x)

2 o Montrerque f estcontinuesur R .

J‘ Soit g la fonction définie par:

g(x) = 6_-11 x#1
g(1)=%

1 o Vérifierque: D, =[0, + oo .

2 ¢ Montrer que g est continue sur [0, + oof .

16 soit £ la Fonction définie sur J-oo, - 1[U]-1, + oo

2
flx)= 2222 <y

par: 1 fl1)=a
f(x)=x§1_1 x> 1

1 ¢ Calculer /im f(x) et limf(x) .

2 o Déterminer les deux nombres réels a et » pour que
f soit continue sur J-oc, - 1] etsur ]-1, + oo .

17 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie sur : [0, +oo| par

Ax)=xyx-3x+1.
1 « Montrer que: 3c€[0,1] telque fic)=0.
2 o Montrer que: 3a €[0,1] telque fla)= % )

18 soit g la fonction définie sur R par:
g(x)=cos(x)+x

31
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1 o Montrer que ['équation g(x) =0 admet une seule

solution a dans [—%,0] )

2 « Donner un encadrement de a d'amplitude inférieure
0,5

19 soit £ une Fonction continue sur [%,2] etsoit g
une fonction continue sur [%,2] définie par:
g(x)=f(x)-xf 1)

1 o Montrer que g est continue sur [%,2] .

2 o Montrer qu'il existe au moins ae[%,z] tel que
gla)=0.

3 ¢ Endéduire que: fla)= a](%) .

20 soit & la Fonction définie sur R par:
h(x)=2x*+6x-2.

1 ¢ Montrerque: 3/ceR : flc)=0

2.

a. Calculer #(0) et A(1) .

b. En déduire que: ¢ €]0,1]

3 « Donner le tableau de signe de #(x) pour x€R .

4 « Donner un encadrement de ¢ d'amplitude inférieure a
107" .

21 Fonction réciproque
Soit £ lafonction définiesur:([[1, + oo par Ax)=+vx-1.

1 « Montrer que-f admet une fonction réciproque f
définie sur un intervalle J..qu'on doit déterminer

2 o Calculer 7' (x) pourtout x de J .

22 soit g la fFonction définie sur : ]-o0,2[ par
_x+1
g(x)‘ x-2 °

1 « Montrer que g admet une fonction réciproque g
définie sur un intervalle J qu'o doit déterminer

2 ¢ Donner les tableaux de variations de g etde g™ .
3 o Tracer les deux courbes C, et C, .
4 o Calculer g '(x) pour xeJ .

23 Soit f une fonction définie sur l'intervalle
I=[-2,4] et 1" sa Fonction réciproque définie su
['1)3] .

32

1 « Déterminer f/'(-1), 7'(0) , f‘(%) . f1(2) et
(3.
Sachantque: f(-2)=-1, f(-1)=0, f(1)=% , fl2)=2
et f(4)=3.
2 o Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la
fonction £ sur [-2,4] .

X -2 4

_»3

Ax) - I

a. Donner le tableau de signede f et le tableau de varia-
tionsde 7.

b. Montrer que ['équation £7'(x) =0 admet une seule
solution adans [-1,3] .

c. Montrerque 0 < a < % "

d. Donner un encadrement de a d'amplitude inférieur
ao2.

3 o La courbe ci-dessous représente C, sur [-2,4] .

a. Donner le tableau de variationsde 17 .

b. Tracer C,: .

24 0On considére la fonction f définie sur |1,2[ par
flx) =5

1 « Calculer {mgf(x) et nggf(x) )

20 ‘

a. Montrer que f estcontinue sur |1,2][ .

b. Montrer que f eststrictement croissante sur ]1,2][ .

c. Montrer que ['équation Ax) =0 admet une solution
a dans |1,2[ .

d. Déterminer la valeurde a .

3 « Montrer que la fonction f admet une fonction réci-
proque /' définiesurintervalle J qu'on doit déterminer.

4 o Calculer 7' (x) pourtout xeJ .



25
Vx - 1 - Vx+1-/2x+1

x-1 xHo X

1 o Calculer: lim

L6/ x*-1
et limy/ 32 -
2 o Résoudredans R .

a. Yx-3=2. b. (x+1)Y=5

26 puissance rationnelle

- Simplifier:

a=6x47
T4

p= 36

76

[e))

C. x= (;/tsi/—i/— (avec a > 0).

28

1 « Comparer les deux nombres a = /2 et 3

y=3\/2etz=\/§.

2 « Comparer les trois nombres x = 4/3;

29 Résoudre dans R

1e x*=256
2e x’=125
3e x’=-125
40 x°=-5"

5e (x+3)°=43
6e¢ (x*-30+3=0
7e (X*-2)0+2=0

30 Taille d'une femme

La masse moyenne M en kg d'une femme dont la taille
en cm est h ; est donnée par la relation M = 0,0097 7' .

1 o Calculer la taille d'une femme pesant 60 kg .

2 o Que devient la taille lorsque la masse d'une personne
de 1,70m augmente de 10% .

JE M'EXERCE | €<

31 Taux d'évolution moyen

On considéere une quantité qui passe d'une valeur initiale V;
aunevaleur finale ¥, auboutde n périodes (par exemple
n années ou n jours) .

* Le taux d'évolution moyen est le nombre ¢, défini par
Vi=(1+t,) XVi.

Onsait qu'entre 2016 et 2020 au Maroc, le nombre d'inter-
nautes est passée de 18,5 millions a 25,32 millions .

» Calculer le taux d'évolution moyen annuel du nombre
d'internautes au Maroc entre 2016 et 2020 .

32 Coronavirus : covid- 19 au Maroc

Le ministére de lasantéa )
annoncé que leinombre

total des cas d'infection

enregistrés le mardi

29/08/2021 est 849532 ;

ce nombre total des

cas d'infection est pas- N Y
sé a4 886008 le lundi
06/09/2021a 18K .

- Calculer le taux d'évolution moyen quotidienne du
nombre des cas d'infection au Maroc entre 29/08/2021
et 06/09/2021.

33 Soit 1 la fonction définie par
\/x + 3x 2
flx)=

ﬂx)=x2+x—% x<1

x> 1

Montrer que f est continuesur R .

1 « Comparer ¥/4; 4/3 et /2 .

2 o Simplifier: 4 = /10 x/y/32 x¥/3°
Y20 xVy/25°
34
g > 5 5
1 « Montrer que : V& x4/ V64 x§/6° e
3V2 x3/y25°

2 e Résoudredans R .
a. (3x-1)-81=0.
b. (2x+1)+27=0.
c. Y2x-1<2.

3 o Calculer:

Cox-Yx+2
a. lim———

X oo X

b. lir+n3\/x+x3+1 -X .

33
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35 Soit g laFonction définiesur R par: g(x)=x’-3x-1.
1« Calculer /img(x) et !lﬁg(x) )

2 o Montrer que g est continuesur R .

3.

a. Montrerque vxeR f'(x)=3(x*-1)

b. Donner le tableau de variations de .

4 « Montrer que |'équation f{(x) = 0 admet trois solutions
a,betcdans R .

5 ¢ Donner le tableau de signede f dans R .

36
1 o Simplifier: £ = Y25 x%/5' x /125 )
5%/5

3/ -
2 o Calculer: liiﬁxic—_s et lim¥y/7-8x*+2x .
3 ¢ Résoudre dans R .
a. (2x+1)+16=0.

b. ¥/(3x-6)<1.

37 soit £ lafonction définie sur R par

VXt xt2-x
flx) = 2-x
. y (x#2)
f2)=+5

1 « Vérifierque: D, =R.

2 « Calculer /im flx)et lim f(x)

3 « Montrer que f estcontinueen 2 .
4 « Montrer que f est continuesur R .

5 « Montrer que 3c €]0,2[ : Alc) 5

38 on donne les représentations graphiques des
deux fonctions: g :x—x* et h:x—y/x+2 .
et soit f la fonction définie sur [-2,0]

par: Alx)=x2-y/x+2 .

1 o Par lecture graphique,

Montrer que ['équation f{x)=0 admet une unique
solution dans [-2,0]

34

2 « Conjecturer graphiquement la valeur de cette solution.

3 o Justifier que ['équation f(x) =0 admet une unique
solution sur [-2,0] .

4 « Valider par le calcul la valeur de la solution déterminée
précédemment par lecture graphigue .

39 soit f la Fonction définiepar f(x)=x+yx+3 .
1 o Justifierque: D, =[-3, + o .

2 « Calculer /im f(x) et f(1)

3 o.Montrer que fest continue sur [-3, + oo .

4 s Montrer que £ admet une fonction réciproque £
définie sur unintervalle J qu'on doit déterminer .

5 o Calculer 7' (x) pourtout xeJ .
6 s

a. Montrer que l'équation f{x)=f"(x) admetuneseule
solution a dans [-3, + oo .

b. Montrerque: -3 <a <-2.

c. Déterminer un encadrement de a d'amplitude infé-
rieurea 0,2 .

40 On considére la fonction f définie sur R par:
flx)=x"+x’-2

1 o Justifier que f estcontinuesur R

2 e

a. Montrer que ['équation f(x)=0 admet une seule
solution a dans R .

b. Justifierque: 0 <a < 1.

c. Montrerque: a = : %—a .
a

3 « Donner le tableau de signede f(x) sur R .

41 On considére la fFonction f définie sur R par:

{f(x)=3\/1 -x* six<1
fx)=-Yx*-1 six>1



1 « Montrer que f estcontinuesur R .

2 « On utilisant la monotonie de la composée de deux
fonctions montrer que la fonction est strictement décrois-
santesur R .

3 « Montrer que f admet une fonction réciproque [
définie surintervalle J a déterminer.

4 » Calculer f'(x) partout xeJ .

5

a. Donner le tableau de variations de 77 .
b. Résoudre dans J 'équation 7' (x)=0.

c. En déduire le tableau de signe de /' (x) sur J .

42 On consideére la fonction f définie sur [-1, + oo
par flx)=3%x*-3x2+3x+7 .

1 « Montrer que f est continue sur [-1, + oo .

2 « Caleuler 7im fix) .

3 « Montrerque f eststrictement croissante sur [-1,+oo] .

4 « Endéduire que f admetune fonction réciproque défi-
nie sur unintervalle J a déterminer.

5 o Calculer 7' (x) pourtout xeJ .

(Remarquerque x*-3x’+3x+7=(x-1)+8).

43 On considére la fonction g définie sur [0, + o[

Yx-1

1 » Montrer que 1 est continte sur [0, +od[ .

a. Ecrire g comme composée de deux fonctions U et ¥
définies sur [0, + oo[

b. Montrer que g est strictement.croissante sur [0, + oof .
20

a. Montrer que g admet une fonction réciproque g™
définie sur un intervalle J a déterminer.

b. Calculer g7'(x) pourtout x€J .

44 soit f lafonction définie sur R par
fx)=y(1-2f +3/(1-07)-2 (x=1)

_x-(1+a)x+a .
.f(x)_ 2x2_3x+1 (x>1)

1 ¢ Calculer: Zim f(x) et limf(x) .

2 « Déterminer la valeur de a pour que 1 soit continue
en 1.
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3eOnprend: a=3.
a. Résoudre dans R 'équation A{x)=0.

b. Montrer que la fonction g définie par: g(x) = f(x) pour
tout x > 1admet une fonction réciproque g définie sur

unintervalle J adéterminer.

c. Calculer g'(x) pourtout xeJ .

45 On considére la fonction f définie par:
flx)=¥x-6x7+12x-7 .

1 o Vérifierque: Vxe R :(x-2)+1=x-6x"+12x-7 .
2 o Justifierque: D, =[1, + oo .

3 « Calculer le@f(x) )

4.

a. Etudier les variations'de la fonction w:x — (x-2) +1
sur [1, + oo/,

b. En déduire les variations de 7 sur [1, + oof .

5 ¢ Montrer.que f admet une fonction réciproque 1™
définie sur unintervalle J a déterminer.

6 « Calculer /' (x) pourtout x de J .

46 0On considére la fonction g déFfinie sur [1, + o[
par g(x)=xy/x+3x+3/x-7
1e

a. Vérifier que g est la composée de deux fonctions U
et ¥ définies sur [0, + oo[ par U(x) =v/x
et V(x)=x>+3x*+3x-7.

b. Etudier les variations de U et ¥ sur [1, + o[ puis en
déduire les variations de g sur [1, + oo .

2 « On consideére la fonction # définie sur [1, + oo
par: flx)=¥xyx +3x+3yx-7.

a. Calculer Zim f(x).

b. Montrer que 1 eststrictement croissante sur [ 1, + oof .

c. Montrer que f admet une fonction réciproque 1™
définie surintervalle J a déterminer.

d. Calculer /'(x) pourtout xeJ .
(Remarquer que: xyx +3x+3yx-7=(y/x+1)-8 .

47 On consideére la fonction & définie par:

3/ 2x1 L3 [ x*]
h(x) =/ S5+ 272 -

35
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1 o Justifier que: D, = ]-oo, - 1 [U]%, + oo[ .
2 o Calculer:

lim f{x); lim f(x) ; ll('m)f(x) et li(m Ax) .
X0 X oo X (=1 . %)
3 » Montrer que f est continue sur ]-oo, - 1]
et sur ]% + oo[ .

4 « Résoudre dans R ['équation A(x)=0.

48 soit k une fonction définie sur |-, 7|
par h(x)= Tan(x) .

1 » Montrer que Ziggyh(x) =-co et lim h(x) = +o0

xelm (7

2 « Montrer que % est continue sur ]'g%[ .

3 » Montrer que & eststrictement croissante sur ] -27[%[

4 « En déduire que 4 admet une fonction réciproque 4™
définiesur J=R.

5 o La courbe ci-dessous est une représentation de C,.

———————————————————————————————

49 soit 1 la Fonction définie par f(x) = sin(x)
pour tout x € [%%] .

1 « Montrer que ['équation A(x)= x admet une seule
solution qui est 0 dans [7“1 )

2 « Montrer que f admet une fonction réciproque 1™
définie sur l'intervalle J=[-1,1] .

3 o La courbe ci-dessous représente la fonction £ .

tracer dans le méme repeére la courbe Cf" .

4 » Résoudre graphiquement Alx)<f"'(x) .

50 soit £ la fonction définie par:

f(x)=);4+_} x < -1
f(-1)=-4
_-2(x+1) i
f(x)——m_a x> -1
1e

a. Montrer que f est continue en (-1) si et seulement
Sia=1.

b. Montrer quesi a =1 f estcontinuesur R .
2 » Calculer lerﬁf(x) et fim f(x).
3 o Montrerque: Vx <-1 Alx)=x’-x"+x-1.

4 » On considere la fonction g définie sur J-oo, - 1] par
g(x)=flx) .

a. Montrer que g admet une Fonction réciproque g™
définie surintervalle. J a déterminer .

b. Donner le tableau dewariationsde g™ .

c. Montrer que 'équation 'g(x) = -6 admet une seule
solution a dans J .

d. Calculer g(-2) puis en déduire que -2 < a < -1.

e..Donner un encadrement de o d'amplitude 0,25

6
Montrer que: a=1 e
S) Une municipalité a
commencé l'installation
d’'une nouvelle piste de ska-
teboard. Ce graphique
modélise la partie de la

piste installée.
Cette piste ne doit pas avoir ‘
de coupure C'est a dire que |~
['on doit pouvoir la représen-
ter ci-dessus sur l'intervalle
[0;12] sans lever le crayon. o
Lesquelles des équations de
courbes données permettent de compléter la piste sur
lintervalle [8,10] ?

2 456 78 9101112

1o p=2x-15 3 y=-190.
2o y=ggx’ 4+ y=0,01x-5

a. En fait les organisateurs souhaitent compléter la
piste sur l'intervalle [8;10] par une courbe d'équation
y=a(x-8)+b.Déterminer les nombres réels a et b .
b. Réaliser le graphique ci-dessus et le compléter par la
courbe obtenue a la question a.

c. Ecrire l'expression de la fonction f ainsi représentée
sur l'intervalle [0;12] .

On dit que cette fonction f est continue sur l'intervalle
[0;12] pourindiguer que sa courbe représentative se trace
sans lever le crayon .



Cocher la ou les réponses justes :

Pour les questions 1; 2 et 3, f est une fonction définie sur R par:

f estcontinue 1si: a1

Si a=-1alors limf(x) est:  +co

L'équation f(x) =2
admet une seule solution  Vrai
dans l'intervalle -0, 1]

On considére la fonction
f définie sur R par:

{f(x>=2xz_;§+3'six¢3 f n'est pas continue 3
-3

f(3)=5

Pour les questions 5-6-7-8-9 et 10.
est une fonction continue sur |-oo, 1[ etsur |1, + oof
Le tableau en-dessous et son tableau de variation :

{oh{NfHolfwh

g(]—oo,O]) est: ]—oo,]]

g(]-o0, - 3]) est: ]-00,2] 4
g(]1,3]) est: ]+o0, - 5]

L'équation g(x)=0

admet une seule solution  ]-co, 1] _]

dans l'intervalle .

L'équation g(x)=3
admet une seule solution J-cc, 1]
dans l'intervalle .

JE M'EVALUE (€<

flx)= \/?+ax—%;six> 1

Ax)=-x"+2x;six< 1

a=-3 a=1o0ua=-1
-00 0
Faux Rien a dire
limflx)=0  0f estcontinue 3
X -00 -3 0 1 3 6 +00

gx) gigp T, w278

]-o0, 2] [1,2]
[1,2] J-o0, 1]
[-5,2] [-5, + oo
11,6] [0,1]
[6, + | 11, + oo

AUTO - FORMATION (€<

N
52 Soit f une Fonction définie sur R-{1} par: 5' » On considére la For?ct|0f1 g restriction de f sur
l'intervalle ]1, + oo[ . (C'estadire g =7 sur |1, + oo
flx)= x six>0
x-1 a. Montrer que pour tout x € |1, + oo
flx)=x¥1+x*,si x<0 (x) -(x+1)
gx)=2r 5=
. 2(x-1
1 « Montrer gue f estcontinueen 0. (x-17Vx
o . b. Calculer /img(x) etdresser le tableau de variation
2 « En déduire que f est continue sur R. i
o ) de la fonction g sur |1, + oo
3 « Montrer que !zizch(x) =0, puis interpréter gra-
phiquement le résultat . c. En déduire que g admet une fonction réciproque
f(x) g ' définie surunintervalle J a déterminer
4 « Montrer que /im f(x) = -oo et lim = oo
' d. Déterminer g '(x) pourtout x de J
J

*37



>> FICHE DE REM ED'AT' ON Objectif Remédier aux difficultés liées a :

« Calcul de limite -théoréme des valeurs intermédiaires.

Activités de remédiation aux difficultés Critéres et indicateurs

|
JJ lim3x*-x+1=3 Il ne faut pas confondre la limite
3 or s ] 32 o d'une fraction rationnelle en un
lim> 34— = lim?-=3 bt ] =2 réel avec la limite du fraction ra-
. 3x*-x+1_ 3 i
Donc lim X=X = 3 tionnelle en oo
2 Pas toujours vraie .
_ ) _ Exemple: -
Si f continue et striccement monoto- . . La condition O€f(1) est une
nie surunintervalle I alors!'équation Je x.*'x ol e.st une Fonctlc?n condition néeessaire pour que
f(x)=0 admet une seule solution continue et strlctem.e'rjt crqs- l'équation f(x)=0 admet une
dans 7 . sante sur [0, + co[ mai le.quat|on solution darNE
A(x) =0 n'admet de solution dans
[0, it oo[.
3

: . S0 < x <1alors ¥ x < x pour tout
Pas toujours vraie & P

Yx <¥x </x <x pour x>0 ST s/ 1 1 n de N etsi x> 1alors
V6~ V6 7 V67016

4% > x pour tout n de N

i
A ation Voir corrigé p 285

Soit /' une fonction définie par: \etpourtout x <1 f7(x)=-x+1
Ax)= % csix > 4 o Dresser le tableau de variationde f sur R .

flx) = _%xz+x_1 Csix< 5 o Soit g larestrictionde £ sur |1, + oof .
a. Montrer que g admetune fonction réciproque

1 « Montrer que f estcontinueen 1. e - o i
g définie surunintervalle J , a déterminer.

2 o Calculer /im f{x) et lim fx)

b. Dresser le tableau de variationde g7 .
3 « Montrer que pour tout x > 1

c. Montrer que pour tout x de ]%0[

, _ 1
%) G oV ORI

Evasion culturelle

oL

(1781 - 1850)

L En mathématiques, le théoreme des valeurs intermédiaires (abrégé en
TVI 1), parfois appelé théoréme de Bolzano 2, est un résultat important
en analyse et concerne des fonctions continues sur unintervalle. Ilindique
que si une fonction continue sur un intervalle prend deux valeurs m et n,
alors elle prend toutes les valeurs intermédiaires entre m et n.

Ce théoréme donne dans certains cas l'existence de solutions d'équations et
est a la base de techniques de résolutions approchées comme la recherche
dichotomique ou la bissection.
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